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Transportni zadatak (problem)

+ Transportni zadatak- specijalni zadatak iz oblasti linearnog programiranja, koji se odnosi na

odredivanje optimalnog plana prevozZenja nekog materijala ili robe od mjesta otpreme (izvorista) do

mjesta potros$nje (odredista) xij koji ¢e najmanje kostati.
+  x; - kolig¢ine materijala koje treba transportovati od izvorita / do odredista j
+ ¢y poznata cijena transporta po jedinici mjere robe od izvoridta i do odedista j
= a,— ukupne koli¢ine materijala koje treba transportovati od izvorista / (kapacitet izvorista)

*  b;— ukupne kolicine materijala koje treba transportovati do odredista j (kapacitet odredista)

« z- funkcija cilia — ukupni troS§kovi transporta
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Sl.  Shema transportnih puteva




Opsta formulacija transportnog zadatka:
matemati¢ki model

Transporni zadatak- odrediti koliCine materijala x;; koje treba transportovati od izvorista i do odredista
J tako da ukupna cijena transporta bude minimalna.

1. Funkcija cilja:
n

m
minz:Z Cij * Xij
=1

2. Uslovi ograni¢enja:
— iz izvorista se transportuje sva proizvedena koli¢ina
n

Zx”—:ai, a; >0, i=12...m
Jj=1
— u odredista se doprema ukupno potrebna koli¢ina
m
le.} = b, b; >0, j=12...n
=1
— prirodni uslovi nenegativnosti (koli€ina transportovanih roba pojedinim trasama je nenegativna

vrijednost)
IUEO, j:1,2....n,x”20, i=12...m




Zatvoreni i otvoreni transportni zadatak

Zatvoreni transportni zadatak: ako se sve sto se nalazi u izvoristima doprema do odredista, odnosno ako je
ispunjen uslov

j=1 =1 i
Otvoreni transportni zadatak — kada nije ispunjen prethodni uslov, odnosno kada vazi:
n m

Zb,—;Za;, i=12..m,j=12..n
=

i=1 i
Moze se rijesti samo zatvoreni transportni zadatak a otvoreni se na odredeni nacin svodi na zatvoreni, pa se
tada i on moze rijesiti.
- akoje

onda se otvoreni transportni zadatak svodi na zatvoreni dodavanjem jos jednog odredista (u ovom slucaju
skladista) koje moze da primi razliku (visak iz izvorista). To u tabeli znaci dodavanije jos jedne kolone, a kolicine u
toj koloni predstavljaju kolicine koje se nece transportovati od izvorista, pa su cijene transporta u toj koloni
jednake 0

- akoje
m n

Z a; — Z b <0
=1 =

onda se otvoreni transportni zadatak svodi na zatvoreni dodavanjem jo$ jednog fiktivnog izvorista koje
predstavlja nedostajuce koli¢ine koje se u stvari ne transportuu (jer ih nema). U tabeli to znaci dodavanje jednog
reda, a cijene u tom reu su jednake 0, jer nema njihovog transporta.




Rjesavanje zatvorenog transportnog zadatka

Moze se rijesti samo zatvoreni transportni zadatak a otvoreni se na svodi na zatvoreni, pa se tada i
on moze rijesiti istim metodama, kao i zatvoreni
Uslovi za rje$avanje transportnog zadatka
1. broj nepoznatih xij koje treba odreditije mx n
2. broj uslova ograni¢enja m+n (izvorista+odredista)
3. broj nezavisnih uslova ograni¢enja (za zatvoreni transportni zadatak) je manji za jedan, jer
postoji i uslov jednakosti kapaciteta izvorista i odredista m +n-1
4. kako je veci broj nepoznatih od broja jednacina onda se iz sistema nezavisnih jednaéina (njih
m+n-1) moze izabrati upravo m+n-1 bazisnih promjenljivih koje ¢e se izraziti preko preostalin
m x n-(m+n-1) slobodnih promjenljivin
5. toznati da ¢e od m x n puteva transporta m+n-1 puteva biti angaZzovano za transport, kako
bi se sistem mogao rijesiti (na njima ¢e x,>0)
6. ukoliko se u nekom koraku dobije manje od m+n-1 puteva (polja) onda se dobija
degenerisano riesenje
7. da bi se provjerila optimalnost degenerisanog rjedenja nedostajuci broj polja (do m+n-1)
mora smatrati angazovanim tako da se njih upise kolicina ¢ koja tezi 0
Moguée je modelovati i riesavati problem gdje neki od puteva izmedu ai izvoridta i bj odredista nije
mogué. U takvom polju ij se upisuje cijena transporta cij nekoliko desetina puta vec¢a od najvece
cijene na ostalim transportnim putevima. U postupku iznalaZenja optimalnog (minimalnog) rieSenja
ovo polje ¢e sigurno biti iskljuéeno iz bazi¢nih promjenljivih, odnosno xij ¢e biti jednako nuli, kako
bi funkcija cilja postigla minimum.




Postupak rjeSavanja

Zatvoreni transportni zadatak se jedino moze rjeSavati.
mozZe se primijeniti simpleks metoda, ali je najcesc¢e potrebno mnogo proracuna zbog
velikog broja promjenljivih

TRANSPORTNA METODA- iterativni
postupak, &iji su koraci: | Formiranje poéetnog resenja

2. provjera optimalnosti rjeSenja

3. iznalazenje pobolj$anog rije$enja

|

. . - g | Metod. |

1. utvrdivanje pogetnog bazitnog  —{ 5700 TATNE N i
. ¥ |

|

rieSenja u formi tabele (za ovo | | vogelova aproksimativna metoda
su razvijene posebne metode ‘
iznalazenja pocetnog riesenja)

|

i

| Odredivanje karakteristika kg

| Metoda lanaca | metoda potencijala

(po posebnim metodama za
provjeru optimalnosti rjesenja)

< Sve karakteristike X; nenegativne o

Ne

(preraspodijela koli¢ina i

Formiranje novag resenja
Umesto jednog angaZzovanog puta,

Upisivanje optimalnih

vrednosti X; i odredivanje

|
i
|
i
| v
i
J ) . [
angazovanje novih transportnin |
|

puteva) i ponavljanje koraka 23 | | angazuje se ransporini putsa ;<0 funkcije cilia
dok se ne nade optimalno | ¥
rieSenje.

Sl. Dijagram toka resavanja transportnog problema




1. Metode iznalazenja poc¢etnog rjeSenja

cilj ovih metoda je naci pocetno riesenje koje ima m+n-1 promjenljivih vecih od 0. Ove promjenljive se upisuju u
odgovarajuca polja tabele.
Angazovana polja (putevi) su ona polja u tabeli gdje je utvrdeno da postoji xij=0 (u pocetnom rjeseniju, ili nakon
pobolj$anja riesenja)
neangaZzovana polja (putevi) su ona polja u kojima je pretpostavljeno da je xij=0
Karakteristike metoda za pocetno riedenje

1. promjenljive se pretpostavljaju po odredenoj $emi u tabeli, ali tako da ih ima taéno m+n-1 koje su veée od 0;

ako ih ima mannje od ovog broja onda se radi o degenerisanom riesenju

2. metode treba da budu $to jednostavnije

3. metode treba da daju poéetno riesenje koje je sto blize optimalnom, kako bi se radio manji broj iteracija
metode za iznalazenje poéetnog riesenja:

— dijagonalna metoda (metoda sjeverozapadnog ugla)

najjednostavnija;

u pocetnom rasporedu se ne vodi racuna o cijenama transporta na pojedinim transportnim putevima
popunjava se maksimalnim kapacitetom polje u gornjem lijevom uglu tabele, a zatim se nakon
iskljucivanja reda ili kolone ponovo popunjava polje u gornjem lijevom uglu preostale tabele, sve dok se
ne rasporede sve kolicine

— metoda najmanje cijene (u koloni, ili redu ili u tabeli)- sli¢na joj je | metoda dvostrukog precrtavanja

priliéno jednostavna;

u pocetnom rasporedu se vodi racuna o tome da se najprije popune polja (putevi) koja imaju najmanju
cijenu

- Vogelova (Fogelova) aproksimativna metoda (VAM)

.

komplikavanija od prethodnih;

u pocetnom rasporedu se vodi ratuna o tome da se najprije popune polja (putevi) u redu ili koloni koji
ima najvecu razliku izmedu dvije najmanje cijene u redu odnosno koloni
daje rjesenje vrlo blisko optimalnom




Metode iznalazenja pocetnog rjeSenja

DIJAGONALNA METODA
— najprije se popunjava gornje lijevo polje (1,1) sa najvecom moguc¢om Koli¢inom
=min(al,b1)
— iskljuci se red ili kolona iz daljeg razmatranja Ciji su kapaciteti utro$eni
— ponovo se gornjem lijevom polju preostale tabele rasporeduje najveca koli¢ina, i
to se ponavlja dok se sve koli¢ine ne raspodjele

Z=8x60+7+20+5%60+4%*20+6+*60=1360

o]} b1=60 B2=80 B3=80
8 |7 7 |2 1
A1=80 J J
60 20
3 5 |° 4 |4
A2=80 J —l
60 20
2 8 6 |°
A3=60 —J
60




Metode iznalazenja pocetnog rjeSenja

+ METODA DVOSTRUKOG PRECRTAVANJA
— na odredeni nacin se u svakom redu obiljeZi polje sa najmanjom cijenom *
— na odredeni nacin se u svakoj koloni obiljezi polje sa najmanjom cijenom #
— popunjavaju se sa najvecom moguéom koli¢inom najprije polja koja imaju obje
oznake (ako ih je vise onda najprije ono sa najmanjom cijenom od svih takvih)
— zatim polja koja imaju jednu oznaku,
— naKraju se upisuju preostale koliCine u preostala neobiljezena polja

* Z=1x80+5%80+2x*60=600

(o]]] b1=60 B2=80 B3=80
* uovom primjeru se dobilo
degenerisano rjesenje, jer imaju _ 8 7 1 !
; ; . A1=80
ukupno 3 angaZovanja polja (3 # 80
vrijednosti xij>0)
« toje moguce rjesenje, ali se na _ 3 5 ’ 4
s - . A2=80
odredeni nacin mora modifikovati * # 80
kako bi se mogla provjeriti njegova
i 2 |2 6
optimalnost A3=60
# 60




Metode iznalazenja pocetnog rjeSenja

+ METODA NAMANJE CIJENE
— popunjava se sa najvecom moguc¢om koli¢inom najprije polje koje ima najmanju
cijenu u tabeli,

— zatim se nakon iskljuéenja potroSenog reda odnosno kolone (kojima je iscrpljen
kapacitet) trazi novo polje sa najmanjom cijenom, koje se ponvoo popunjava
najve¢om mogucom koli¢inom xij=min (ai, bj)

— postupak se iterativno ponavlja dok se ne rasporede sve koli¢ine

* Z=1x80+5%80+2=*60 =600

(o]]] b1=60 B2=80 B3=80
* | uovom primjeru se dobilo
degenerisano rjesenje, jer imaju A1=80 8 7 1 !
ukupno 3 angaZovanja polja (3 80
vrijednosti xij>0)
« toje moguce rjesenje, ali se na _ 3 5 4
s - . A2=80
odredeni nacin mora modifikovati 80
kako bi se mogla provjeriti njegova
i 2 8 6
optimalnost A3=60 .
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Metode iznalazenja pocetnog rjeSenja

VAM METODA

— sracunavaju se za svaki red razlike dvije najmanje cijene u redu (dr;)

— sracunavaju se za svaku kolonu razlike dvije najmanje cijene u koloni (ds))

- popunjava se najprije polje sa najmanjom cijenom u redu, ili koloni gdje je ova razlika
najveca. U tom se polju piSe najveéa moguca koli€ina koja se moze transportovati
xij=min(ai, bj)

— iskljuci se red ili kola &iji su kapaciteti istro$eni, pa se ponovo sraéunavaju ove razlike i
ponavlja se postupak izbora polja na osnovu reda odnosno kolone sa najve¢om razlikom
dvije preostle najmanje cijene

Z=1+80+5=%80+2+60 =600 oIl b1=60 | B2=80 | B3=80 |dr
8 7 1|7 |71=6
i ovdje je dobijeno A1=80 J
degenerisano rie$enje 80
3 5 |3 |4 4-3=1
A2=80 J
80 5-3=2
2|2 8 6 6-2=4
A3=60 J
60 8-2=6
d 3-2=1 | 7-5=2 | 4-1=3
Si 3-2=1 | 8-5=3

Preuzeto iz Pivac Snjezana; Statisticke metode
,Istrazivanja koja se sprovode na cijelom osnovnom skupu
cesto su skupa (ili nemoguca=kontrola kvaliteta proizvoda
destruktivnim metodama) i zahtijevaju mnogo vremena, pa
se u praksi €esto, koriste¢i metode i tehnike inferencijalne
statistike, na osnovu podataka iz uzorka donose zakljucci
vezani za osnovni skup. Pri takvom zaklju€ivanju
postavljaju se razliCite pretpostavke ili hipoteze. Potrebno
je razlikovati nauéne hipoteze i statistiCke hipoteze.
Istrazivanja koja se sprovode na cijelom osnovnom skupu
cesto su skupa (ili nemoguca=kontrola kvaliteta proizvoda
destruktivnim metodama) i zahtijevaju mnogo vremena, pa
se u praksi ¢esto, koriste¢i metode i tehnike inferencijalne
statistike, na osnovu podataka iz uzorka donose zakljucci
vezani za osnovni skup. Pri takvom zaklju€ivanju
postavljaju se razliCite pretpostavke ili hipoteze. Potrebno
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je razlikovati nauéne hipoteze i statisti€ke hipoteze.
Nauéne hipoteze predstavljaju nagadanje, naslucivanje |
pretpostavke koje motiviSu istrazivaéa. 1z naucne hipoteze,
tj. hipoteze istrazivaca (koja je najéeSce afirmativna) izvodi
se statisti¢ka hipoteza.

Statisti€ke hipoteze=svaka pretpostavka o konkretnoj
raspodjeli obiljezja X; postavljaju se na nac¢in da mogu biti
vrednovane statistiCko-analitickim postupcima. One su u
stvari matematicki izraz koji predstavlja polaznu osnovu na
kojoj se temelji kalkulacija statistickog testa.
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2. Metode provjere optimalnosti rjeSenja

- ciljovih metoda je da provjere da li se moze naci bolje rieSenje (rjesenje koje ¢e imati manju ukupnu cijenu)
+  Karakteristike metoda za provjeru optimalnosti
1. radi se proracun karakteristika kij za svako neangazZovano polje tabele
2. provjerava se vrijednost karakteristika kij, pa ako postoji makar jedna kij <0, moze se naci bolje
rjeSenje od postojeceg
- metode za provjeru optimalnosti rieSenja:
- metoda potencijala
- jednostavna;
+ za svako angazovano polje (njih m+n-1) sraunavaju se potencijali reda wi i potencijali kolone vj

« posto ovih potencijala ima m+n, a angazovanih polja m+n-1, jedan se potencijal pretpostavlja, a
ostali se sraéunavaju

- za svako neangazovano polje sracunava se karakteristika polja kij

- ako su sve kij 20 onda je rjedenje optimalno, u suprotnom na odredeni nacin izmedu odredenih
polja treba izvrsiti preraspodjelu transporta

— metoda lanaca
« prilicno komplikovana
- za svako neangaZovano polje konstruisu se tzv. lanci

« zasvaki lanac sratunava se karakteristika polja kij koja zavisi od cijena polja koja su uklju¢ena u
lanac

+ ako su sve kij 20 onda je rjeSenje optimalno, u suprotnom na odredeni nacin izmedu odredenin
polja treba izvrsiti preraspodjelu transporta

12



Metode provjere optimalnosti rjeSenja

METODA POTENCIJALA

— za svako angaZovano polje (njih m+n-1) srac¢unavaju se potencijali reda ui i potencijali kolone vj
— posto ovih potencijala ima m+n, a angazovanih polja m+n-1, jedan se potencijal pretpostavlja, a

ostali se sracunavaju

— za svako neangaZovano polje sradunava se karakteristika polja kij=cij-(ui+vj)
— ako su sve kij 20 onda je rieSenje optimalno, u suprotnom na odredeni nacin izmedu odredenih
polja treba izvrsiti preraspodijelu transporta

u ovom primjeru smo posli od pocetnog
degenerisanog rjesenja, koje smo
pretvorili u nedegenirasno tako §to smo
dopisali jo§ kolicine & u dva polja sa
najmanjom cijenom, pa sad imamo
m+n-1=3+3+1=5 rje$enja xij>0
sracunate karakteristike za
neangaZzovana polja kij=cij-(ui+vj)
k11=8-(0+0)=8

k12=7-(0+2)=5

k32=8-(2+2)=4

k33=6-(2+1)=3

sve su pozitivne i ovo je optimalno
rjeSenje

o/l

b1=60 | B2=80 | B3=80 |ui
0- prv
A1 =80 8 7 j preptp:stav!je
80 no
3 5 4 3
A2=80 J —, J
> 80 £
2 8 6 2
A3=60 J
60
. 0 2 1
vl
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Metode provjere optimalnosti rjeSenja
METODA LANACA

— za svako neangazovano polje konstruisu se tzv. lanci zatvoreni poligon sa parnim brojem tjemena,

— jedno tjeme se nalazi u neangazovanom polju za koje se lanac konstruiSe, a ostala se nalaze u
angazovanim poljima

— utjemenima lanca se upisuju cijene transporta za to polje i to tako da se cijen neangazovanog polja
uzima sa znakom +, a zatim se u smjeru kazaljke na satu cijene naizmjeniéno obiljeZzavaju sa -,
odnosno +.

— za svaki lanac sraCunava se karakteristika polja kij koja predstavlja zbir cijena polja koja su
ukljuena u lanac (sa odgovarajucim predznakom koji im je dodijeljen prema prethodnom pravilu)

— ako su sve kij 20 onda je rjeSenje optimalno, u suprotnom na odredeni nacin izmedu odredenih
polja treba izvrsiti preraspodjelu transporta

a

11| 8—-1+4—-3=8 =8-2+3-5=4 O"

@ @7 b1=60 | B2=80 | B3=80
8 7 1
A1=80 P resern
i : 11 80
. : i
; = P e I TR
A2=80 J == _J'
k32=6-2+3-4=3 i —;80 a
2 +6 2 : 8 i 6
A3=60 _L2
60

Preuzeto iz Pivac Snjezana; Statisticke metode
,Istrazivanja koja se sprovode na cijelom osnovnom skupu
cesto su skupa (ili nemoguca=kontrola kvaliteta proizvoda
destruktivnim metodama) i zahtijevaju mnogo vremena, pa
se u praksi €esto, koriste¢i metode i tehnike inferencijalne
statistike, na osnovu podataka iz uzorka donose zakljucci
vezani za osnovni skup. Pri takvom zaklju€ivanju
postavljaju se razliCite pretpostavke ili hipoteze. Potrebno
je razlikovati nauéne hipoteze i statistiCke hipoteze.
Istrazivanja koja se sprovode na cijelom osnovnom skupu
cesto su skupa (ili nemoguca=kontrola kvaliteta proizvoda
destruktivnim metodama) i zahtijevaju mnogo vremena, pa
se u praksi ¢esto, koriste¢i metode i tehnike inferencijalne
statistike, na osnovu podataka iz uzorka donose zakljucci
vezani za osnovni skup. Pri takvom zaklju€ivanju
postavljaju se razliCite pretpostavke ili hipoteze. Potrebno
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je razlikovati nauéne hipoteze i statisti€ke hipoteze.
Nauéne hipoteze predstavljaju nagadanje, naslucivanje |
pretpostavke koje motiviSu istrazivaéa. 1z naucne hipoteze,
tj. hipoteze istrazivaca (koja je najéeSce afirmativna) izvodi
se statisti¢ka hipoteza.

Statisti€ke hipoteze=svaka pretpostavka o konkretnoj
raspodjeli obiljezja X; postavljaju se na nac¢in da mogu biti
vrednovane statistiCko-analitickim postupcima. One su u
stvari matematicki izraz koji predstavlja polaznu osnovu na
kojoj se temelji kalkulacija statistickog testa.
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3. Metode iznalazenja poboljSanog rjesenja

+  METODA PRERASPODJELE KOLICINA DUZ LANACA

lanci koje smo pomenuli prethodno, u stvari predstavljaju sva polja tabele koja su
povezana uslovima ogranicenja,
ako se iz jednog angaZovanog polja koje odgovara tiemenu lanca, koli¢ina koja se
transportuje u tom polju smanji, radi uslova ravnotezZe €e biti potrebno da se u tiemenima
lanca sa pozitivhim predznakom ta koli¢ina doda, a u poljima koja odgovaraju tiemenima
lanca sa negativnim predznakom ta koli¢ina umaniji.
karakteristike kij sracunate za lance koji su konstruisani za neangazovana polja mjere
povecanje, odnosno smanjenje funkcije cilja, ukoliko se duz tog lanca izvri preraspodiela
1 jedinice mjere koli¢ine robe,, tj. Az = k;; - Ax;;
koli¢ina Ax;; koja se moze preraspodijeliti duz lanca je najmanja koli¢ina u poljima koja
odgovaraju tiemenima lanca sa negativnim predznakom
zato nas za pobolj$ano riesenje interesuju samo ona polja kojima odgovaraju negativne
karakteristike kij i to od svih njih ona:

+ kij koja ima najvecu apsolutnu vrijednost ili

+ lanac sa negativnom karakteristikom za koji je maksimalno smanjenje funkcije cilja,

fj. Az = k;j - Ax;;

u svakoj iteraciji se radi preraspodjela samo duz jednog lanca (mada moze i simultano
ukoliko lanci nemaju zajednickih tiemena)
napomena: ako je kij=0, onda ima vi$e optimalnih rjesenja

15
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3. Metode iznalazenja poboljSanog rjesenja

METODA PRERASPODJELE KOLICINA DUZ LANACA
- na poc&etnom rjesenju dobijenom dijagonalnom metodom primjenjena je metoda potencijala za

provjeru optimalnosti i sracunate su karakteristike

-« k13=1-(0+6)=-5
.+ k21=3-(8-2)=-3
+ k31=2-(0+8)=-6
k32=8-(0+7)=1

20
+60
80

20
+60
80
k31=2-6+4-5+7-8=-5

60
60

po izvrSenoj preraspodjeli dobijeno je degenerisano
rje$enje, pa se moraju dodatno angaZovati jos dva
polja i ponovo se primjenjuje neka mefoda za provjeru
optimalnosti

metodom potencijala su ponovo sracunate
karakteristike neagaZovanih polja

k12=8-(0+0)=8

k22=5-(3+7)=-5

k32=8-(0+7)=1

k33=6-(0+1)=6

o/l b1=60 |B2=80 |B3=80 | ui
8 7 1 0
A1=80 J J
60 20
3 5 4 -2
A2=80 —l J
60 20
2 8 6 0
A3=60 —I
60
vj 8 7 6
oin b1=60 |B2=80 |B3=80 | ui
8 7 1 0
A1=80 —I J
80 €
3 5 4 3
A2=80 J J
£ 80
2 8 6 0
A3=60 —,
60
vj 0 7 1
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3. Metode iznalazenja poboljSanog rjeSenja

METODA PRERASPODJELE KOLICINA DUZ LANACA

80 £
-80 +80
0 80+¢
k22=5-441-7F -5
0 80
+80 | *5 o -80
80 0

po izvrdenoj preraspodjeli ponovo je dobifeno
degenerisano rjesenje, pa se mora dodatno angaZovati
Jo$ jedno polje i ponovo se primjenjuje neka metoda za
provjeru optimalnosti

metodom potencijala su ponovo sracunate
karakteristike neagazovanih poija

k12=8-(0+0)=8

k22=7-(0+2)=5

k32=8-(2+42)=4

k33=6-(2+1)=3

sve karakteristike su pozitivne pa je dobijeno
optimalno riesenje

x13=80

x22=80

x31=60, ostalo xij=0,

min z =80*1+5*80+2*60=600

on

b1=60 B2=80 B3=80 | ui
8 7 ] 0
A1=80 —I J
80 €
3 5 4 3
A2=80 —1 J
€ 80
2 8 6 0
A3=60 J
60
vj 0 7 1
on b1=60 B2=80 B3=80 | ui
8 7 1 0
A1=80 J
80
3 5 4 3
oy |2 [E ] E]
€ 80 €
2 8 6 2
A3=60 —,
60
vj 0 2 1
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